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Définition
Soit 𝑘 un corps parfait. Soit 𝒞 un courbe algébrique non-singulière 
projective sur 𝑘. Un morphisme fini séparable modérément ramifié 
𝜑: 𝒞 → ℙ𝑘

1 ayant au plus 3 valeurs critiques, toutes 𝑘-rationnelles, 
sera appelé un morphisme de Belyi (dessin d’enfant). 
Les points dans les fibres critiques sont appelés des sommets.
Les ordres d’annulation de ces points sont appelés valences.

1) Objets d’études



1) Objets d’études

Définition
Soit 𝑘 un corps parfait. Soit 𝒞 un courbe algébrique non-
singulière projective sur 𝑘. Un morphisme de Belyi 𝜑: 𝒞 → ℙ𝑘

1

sera appelé un morphisme de Belyi totalement ramifié (arbre) 
lorsqu’une de ses fibres critiques est totalement ramifiée.



1) Objets d’études

Définition
Soit 𝑘 un corps parfait. Soit 𝒞 un courbe algébrique non-
singulière projective sur 𝑘. Un morphisme de Belyi 𝜑: 𝒞 → ℙ𝑘

1

sera appelé un morphisme de Belyi simplement ramifié 
(arbre pondéré) lorsqu’une de ses fibres critiques présente un 
unique point ramifié.



Théorème de Belyi
Soit 𝒞 une courbe non-singulière complète définie sur ℂ. La 
courbe 𝒞 est alors définie sur ഥℚ si et seulement s’il existe un 
morphisme non constant 𝒞 → ℙℂ

1 avec au plus 3 valeurs critiques 
(c.a.d. un morphisme de Belyi défini sur 𝒞).

2) Le théorème de Belyi



3) Critères d’admissibilité de sommets: critère 1

Critère n°1
Soit (𝜆𝑖) une famille de nombres complexes distincts.
Soit (𝑎𝑖) une famille d’entiers relatifs tels que σ𝑖 𝑎𝑖 = 0.
Posons 𝜑 = ς𝑖 𝑡 − 𝜆𝑖

𝑎𝑖.
Le morphisme 𝜑 est un morphisme de Belyi simplement ramifié si 
et seulement s’il existe 𝛼 ∈ ℂ∗ tel que



𝑖

𝑎𝑖
𝑡 − 𝜆𝑖

=
𝛼

ς𝑖 𝑡 − 𝜆𝑖



3) Critères d’admissibilité de sommets: critère 1

Lemme:
𝑘 algébriquement clos de caractéristique nulle
𝒞 courbe projective non singulière
𝜑: 𝒞 → ℙ𝑘

1 morphisme assimilé à 𝑓 ∈ 𝑘 𝒞 ∖ 𝑘
𝜔 = 𝑑𝑓/𝑓 la dérivée logarithmique de 𝑓
a) Les pôles de 𝜔 sont simples et sont les points de 𝑑𝑖𝑣 𝑓
b) Les points d’annulation de 𝜔 sont les points de 

ramification de 𝜑 qui ne sont pas dans 𝑑𝑖𝑣 𝑓



3) Critères d’admissibilité de sommets: admissibilité des sommets rationnels

Soit (𝜆𝑖) une famille de rationnels distincts.
Soit 𝑉 le déterminant de Vandermonde des 𝜆𝑖:

𝑉 = 𝑉 𝜆1, … , 𝜆𝑛 =ෑ

𝑘>𝑗

𝜆𝑘 − 𝜆𝑗

Soit pour tout 𝑖,

𝑉𝑖 =ෑ

𝑗≠𝑖

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗

On a donc pour tout 𝑖, 𝑉 divisible par 𝑉𝑖, et l’on peut alors poser 

𝑎𝑖 =
𝑉

𝑉𝑖
= −1 𝑛−𝑖𝑉 𝜆1, … , 𝜆𝑖 , … , 𝜆𝑛

Proposition:
Les 𝑎𝑖 sont de somme nulle et l’on a



𝑖

𝑎𝑖
𝑡 − 𝜆𝑖

=
𝑉

ς𝑖 𝑡 − 𝜆𝑖



3) Critères d’admissibilité de sommets: critère 2

Critère 2
Soit (𝜆𝑖) une famille de nombres complexes distincts.
Les 𝜆𝑖 constituent les sommets d’un arbre pondéré si et 
seulement si

1

ς𝑗≠𝑖 𝜆𝑖 − 𝜆𝑗
∈ ℙℚ

1 ℚ



3) Critères d’admissibilité de sommets: reformulation du critère 1

Reformulation du critère 1
Soit (𝜆𝑖) une famille de nombres complexes distincts.
Soit (𝑎𝑖) une famille d’entiers relatifs.
Posons 𝜑 = ς𝑖 𝑡 − 𝜆𝑖

𝑎𝑖

Le morphisme 𝜑 est un morphisme de Belyi simplement ramifié si et 
seulement si

∀𝑗 ∈ 0,… , 𝑛 − 2 ,

𝑖

𝑎𝑖𝜆𝑖
𝑗
= 0

C’est-à-dire que le système à 𝑛 − 1 équations ci-dessous est vérifié:

(𝒵)

𝑎1 + 𝑎2 + … + 𝑎𝑛 = 0
𝑎1𝜆1 + 𝑎2𝜆2 + … + 𝑎𝑛𝜆𝑛 = 0

𝑎1𝜆1
2 + 𝑎2𝜆2

2 + … + 𝑎𝑛𝜆𝑛
2 = 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ = 0
𝑎1𝜆1

𝑛−2 + 𝑎2𝜆2
𝑛−2 + … + 𝑎𝑛𝜆𝑛

𝑛−2 = 0



4) Application à la réduction des arbres en genre 0

𝐾 est un corps local
𝒪𝐾 est l’anneau des entiers de 𝐾
𝔪 = (𝜋) son idéal maximal
𝑣 une de ses valuations
𝑘 = 𝒪𝐾/𝔪 son corps résiduel



4) Application à la réduction des arbres en genre 0: réduction des points et des morphismes

𝑃 = 𝑎: 𝑏 ∈ ℙ𝐾
1 (𝐾) donné

Comme 𝐾 = 𝐹𝑟𝑎𝑐(𝒪𝐾) alors on peut supposer que 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒪𝐾 et sont premiers entre eux

Comme 𝒪𝐾 est principal alors 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1 donc ത𝑎, ത𝑏 ≠ 0,0 dans 𝑘2 donc ത𝑃 =

ത𝑎, ത𝑏 ∈ ℙ𝑘
1(𝑘): c’est la réduction de 𝑷

𝜑:ℙ𝐾
1 → ℙ𝐾

1 donné est associé à 𝑓 ∈ 𝐾 𝑡 ∖ 𝐾
En simplifiant la fraction rationnelle 𝑓 on peut supposer que 𝑓 = 𝑃/𝑄 avec 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒪𝐾[𝑡]
premiers entre eux.

La réduction de 𝝋 est alors 𝜑:ℙ𝑘
1 → ℙ𝑘

1 associé à 𝑓 =
𝑃

𝑄
∈ 𝑘 𝑡 qui sera bien défini si 𝑄 ≠

0 et 𝑃 ≠ 𝜆𝑄.

On dira qu’un morphisme de Belyi 𝜑:ℙ𝐾
1 → ℙ𝐾

1 se réduit bien lorsque les sommets et les 
valeurs critiques de 𝜑 se réduisent (donc 𝜑 est non constant) et que 𝜑 est un morphisme 
de Belyi.



4) Application à la réduction des arbres en genre 0: équivalences et modèles

Equivalence des morphismes de Belyi 𝜑,𝜓:ℙ𝐾
1 → ℙ𝐾

1 ie 𝜑 = 𝛼 ∘ 𝜓 ∘ 𝛽 avec 𝛼, 𝛽
automorphismes de ℙ𝐾

1 ie homographies.

Dessin d’enfant: classe d’équivalence de morphismes de Belyi

Modèle d’un dessin d’enfant: représentant de la classe ie morphisme de Belyi

Arbre: classe d’équivalence de morphismes de Belyi totalement ramifié

Arbre pondéré: classe d’équivalence de morphismes de Belyi simplement ramifié

Bonne réduction d’un dessin d’enfant: un de ses modèle 𝜑 a une bonne réduction

Remarque: la bonne réduction n’est pas compatible avec l’équivalence
Exemple de réduction dans ℚ2: 𝜑 𝑡 = 𝑡 se réduit bien mais 2𝜑 𝑡 = 2𝑡 ne se 

réduit pas bien

Remarque 2: la bonne réduction est compatible avec l’équivalence sur 𝒪𝐾 ie 𝛼 et 𝛽 sont 

des homographies de ℙ𝒪𝐾
1



Critère de bonne réduction des modèles affines centrés
Soit 𝜑 un modèle d’arbre affine centré de valeurs critiques 0, 𝜆 et ∞ et tel 
que:
1) La racine nulle est modérément ramifiée
2) Les racines non nulles ont une réduction non nulle
3) La valeur critique 𝜆 est entière et ne se réduit pas sur 0
4) Le polynôme associé à 𝜑 est un élément polynôme primitif de 𝒪𝐾 𝑡
Alors le morphisme 𝜑 a une bonne réduction

4) Application à la réduction des arbres: Critère de bonne réduction des modèles affines centrés



4) Application à la réduction des arbres: modèle minimal

Définition
Un modèle affine centré 𝜑 associé à un polynôme 𝑃 est appelé un modèle minimal lorsque
• 𝑃 ∈ 𝒪𝐾 𝑡 et est primitif
• Les racines de 𝑃 sont entières et l’une des racine est dans 𝒪𝐾

∗

Proposition 1
Tout arbre admet des modèles minimaux

Proposition 2
Soit un arbre 𝒜 ayant le morphisme 𝜑 comme modèle affine centré.
Supposons que 𝜑 est centré en un sommet modérément ramifié.
L’arbre 𝒜 se réduit bien si et seulement si le morphisme 𝜑 se réduit bien.



4) Application à la réduction des arbres: exemple d’étude

Etude de bonne réduction de l’arbre 𝒟𝑎,𝑏:
𝑎 + 𝑏 + 1 !

𝑎! 𝑏!
න
0

𝑡𝑎 𝑡 − 1 𝑏


