OML2 - Chapitre 3: Séries et formule de Taylor
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1 Série de nombres

Definition 1
Une série de nombre désigne une somme infinie.

Exemple 1.1

Considérons la série
2 4 8 o

Le schéma suivant nous permet de trouver la valeur de cette somme infinie:

1
1
4
On a donc
1+1+1+ =1
2 4 8
On le note
1 1
Zﬁzloublen 227@:1
k=1 keN>

On dit que la série converge.
Moralité: une somme infinie de nombres peut donner un résultat fini! II faut
pour cela que les termes de la série tendent vers 0.

Exemple 1.2
Si les termes (positifs) de la suite ne tendent pas vers 0 on aura un résultat
infini. Par exemple

1+2+4+8+...=+00



ce qui se note
o0
ZQk = +00 ou bien ZQk =400
k=0 kEN
On dit dans ce cas que la série diverge fortement.
Remarque 1

Il n’est pas suffisant que les termes de la série tendent vers 0 pour que la série
converge. Par exemple on peut montrer que

1hiyl +
—+-+-+...=400
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c’est en gros parce que les termes de la suite ne tendent pas assez vite vers 0
(les termes de la suite du premier exemple sont beaucoup plus petits).

Exemple 1.3
il y a enfin des séries qui n’ont pas de valeurs limite. Par exemple:

1-1+1-14+1-1+...

on ne peut pas vraiment donner de valeurs a cette somme infinie car prenons
les premiers termes:

1=1
1-1=0
1-1+1=1

1-1+1-1=0
1-1+1-1+1=1
1-14+1-1+1-1=0

On voit que les sommes partielles ne se rapprochent pas d’une valeur limite
mais alternent entre deux valeurs. On dit que ce type de série diverge.



2 La série de Taylor associé a une fonction f

Les série de Taylor sont des série de fonction, c’est-a-dire une série ou les termes
sont des fonctions (il y a des z). Par exemple la série

l+z+22+22+...

est une série qui dépend de la variable x et pour cette raison la somme de la
série est elle-méme une fonction

Sx)=14+z+z>+2>4+...

Les séries de fonctions ont une convergence qui dépend de . Avec 'exemple de
la série S(x) ci-dessus on peut montrer que
1 .
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L’idée des séries de Taylor est d’essayer de calculer les fonctions en les rap-
prochant des polynémes (ou de polynémes infini: des séries entiéres). Par
exemple on aimerait avoir

exp(z) = ag + a1z + azx® + ...

Théoréme 1 (Formule de Taylor). Soit f une fonction. Lorsque x est un
nombre petit on a

F(0)

U e

ou k! est factoriel de k:

bl — 1x2x3x...xk sik=#0
11 sik=0

Cela revient a dire que
f(z) = ag + a1z + asx® + asz® + ...

F(0)
!

ou ay =



Exemple 2.1
Considérons la fonction f(z) = cos(x). On a alors:

e Calculons le premier terme:

FO0) _fO) o
a1 0=l

ag =

On dira que le développement limité (DL) de la fonction cos(z) en 0 &
Pordre 0 vaut 1:

T
e Calculons le second terme:

(1) /

a; = f 1'(0) = LEO) sin(1) =0
On a donc le DL a l'ordre 1 qui vaut:
f@)=1+0x=1
Yy
T

e Calculons le troisiéme terme:

_J®(0) _ £7(0) _ sin'(0) _ —cos(0)
2! 2 2 2 2

a2

On a donc le DL & 'ordre 2 qui vaut:
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x
e On obtient comme cela la série de Taylor:
x?  at 2f
~1- 4 T
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Exemple 2.2
Considérons la fonction f(z) = 2% + 3z + 1
e DL a lordre 0: a9 = f(0) =1 donc f(z) ~ 1
Y
x

e DL alordre 1: a1 = f'(0) = (22 + 3)|3—0 = 3 donc f(x) =~ 1+ 3z

\_% ’
C’est la tangente!

C’est toujours le cas: la courbe représentative du DL a l'ordre 1 coincide avec la
tangente.




/)

e DL a l'ordre 2: as = 5

= 1donc f(x) ~ 1+ 3z + 2.

C’est la fonction f de départ!
C’est toujours le cas pour les polynomes: la formule de Taylor finit toujours par
redonner le polynéome de départ




