OML2 - Chapitre 4: Séries de Fourier

Gabriel Soranzo

1 Séries trigonométriques

Ce sont les séries du type
2 . 2
Zk: aj, Cos (kTs> + Xk: by, sin (ka>

Remarque 1
Les fonctions cos (kz—”x) sont:

e Pour k =0, cos (03 z) = cos(0) = 1

e Pour k =1, cos (2% ) est T-periodique:

cos (?(x + T)) = cos (2;:5 + ?R)
2
= cos (Tx +24r/)
_ 2
= cos (TI>

—
T
2
T 3T T
4 4

e Pour k = 2, cos (2%’%) = cos ( 2n z): elle est donc %—periodique donc

T/2
également T'(periodique).
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e Pour k = 3, cos (32%33) = cos (%Z‘) elle est donc %—periodique (donc

également T-periodique).

Par conséquent on voit que toutes les fonctions cos (k‘z—”x) et les fonctions

T
sin (k%’rx) sont T-periodiques.
Par conséquent encore: si elle converge, la somme ), ay, cos (k%”w) ~+by, sin (k%”x)
est forcément T-periodique.

Remarque 2
Pour k = 0, cos(kwz) = cos(0) = 1 et sin(kwz) = sin(0) = 0 (rappelons que

w = 2%) Donc la somme trigonométrique ci-dessus est donc

Z ay, cos(kwx) = ag cos(Owx) + Z ay, cos(kwx)

keN M kEN*
Z by sin(kwzx) = M—&— Z by, sin(kwx)
keN keEN*

On a donc

Z ay, cos(kwx) + by sin(kwz) = ag + Z ay, cos(kwx) + by, sin(kwz)
keN N*

Exemple 1.1
Considérons la somme
1.
Z — sin(kwx)
k
E>1
iciwzlcad%”:lcadT:%T.
Si cette somme converge la fonction sera donc 27-periodique.
La somme pour k£ jusqu’a 20 donne le graphique ci-dessous:
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Weo| =

0.5

Code source SageMath (ne pas noter):

s=plot (sum(1/kssin (k*x),k,1,20),(x,—2%pi,2%pi))
f=plot ((pi—x)/2,(x,0,2%pi),color="red”)+plot ((—pi—x)/2,(x,—2xpi,0),color="red”)
tl=text ('$\\frac{\\pi}{2}8$’,(—0.3,1.7),fontsize=18,color="red’)
t2=text (’$\\pi$’ ,(3.2,0.15),fontsize=15,color="red’)
t3=text (’$2\\pi$’ ,(6.3,0.15),fontsize=14,color="red’)
p=point ([0,0],color="red” ,size=50)+point ([2%pi,0],color="red” ,size=50)
+point ([—2%pi,0],color="red” ,size=50)
sHtl4t2+4t3+f+p

L e . T 1
On observe que la série converge vers la périodicisée de la fonction affine 5= 53;:

1 _
Z Esin(kx)zﬂ-szix;éO

keN*
Si z = 0 tous les termes de la suite sont nulle donc la somme vaut 0.

Exemple 1.2
Considérons la somme trigonométrique

1 .
Z m Sln((zk + 1).1‘)
keN

Les premiers termes de cette somme sont alors

sin((2x 0+ 1)z) + sin((2x 14+ 1)x) +...

1 1
2x0+1 2x141
1 . 1 . 1 .
=1 sin(z) + 3 sin(3z) + = sin(5z)

Si 'on considere les 50 premiers termes de cette somme on voit apparaitre la
fonction suivante:
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Code source SageMath (ne pas noter):

s=plot (sum(1/(2xk+1)*sin ((2xk+1)*x),k,0,50) ,(x,—2%pi,2*pi))
t2=text (’$\\pi$’,(3.35,0.07),fontsize=15,color="black’)
t3=text (’$2\\pi$’ ,(6.3,0.07),fontsize=14,color="black’)
s+t24+t3

Si ’on pousse cette somme a 'infini on obtient ce que 'on appelle la fonction
créneau.

Exemple 1.3
Considérons la série suivante:

1
Z - cos(kx)
pere ¥

On obtient le graphique suivant en faisant la somme jusqu’a k = 10:
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Code source SageMath (ne pas noter):

s=plot (sum(1/k"2xcos (kxx),k,1,10),(x,—2%pi,2%pi))
t2=text (’$\\pi$’,(3.14,0.07),fontsize=15,color="black’)
t3=text (’$2\\pi$’,(6.28,0.07),fontsize=14,color="black ")
s+t24+t3

On constate donc que cette somme converge vers la periodicisée d’une fonction
du second degré (c’est une parabole).

Remarque 3
Comme cos est paire alors une somme ), aj cos(kwt) sera paire.
Comme sin est impaire alors une somme ), ay, sin(kwt) sera impaire.
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2 Série de Fourier d’une fonction

C’est 'expression d’'une fonction f comme une série trigonométrique:

2 . 2
f(x) =ao+ Z ay, Cos <kTm) + by, sin (ka>

keN*

On ne parle de série de Fourier que pour les fonctions periodiques.

Remarque 4
C’est ’équivalent des séries de Taylor

e Si f est quelconque: I'expression de f comme série entiere
flz) = Z apx®

s’appelle la série de Taylor de f s’obtient avec les formules de Taylor:

AR
TR

ag

e Si f est T-périodique: I'expression de f comme une série trigonométrique

21 . 2T
f(w) =ao+ Z ag, cos <ka) + by, sin (ka)

keN*

s’appelle la série de Fourier de la fonction f.
Elle s’obtient avec les formules des coefficients de Fourier que nous allons
voir maintenant.

Théoréeme 1 (Formules des coefficients de Fourier). Soit f une fonction T-
periodique.

Si f s’écrit comme une série trigonométrique alors les coefficient de la série
trigonométrique sont les suivant:

T T/2
o= [0 - [ swa 1)
0 ~T/2
5 [ s
ay = f/f(t) cos(kwt) dt = T / f(t) cos(kwt) dt (2)
0 T2
5 r o
b= 2 / (1) sin(keot) dt = 2 / F(t) sin(keot) dt (3)
0 T2
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Exemple 2.1
Soit f la fonction 27 periodique définie par:

_f 0site]—m,0]
f(z) _{ 1sit€]0,n|

e — | (000000000000002
0.8
0.6000000000000001 1 ¢
2
0.4000000000000001
0.2 4
T T T T
9 — T 2

Code source Sage (ne pas noter): a changer pour un meilleur axe y

g=plot (1,(x,0,pi),thickness=3)
g+=plot (0,(x,—pi,0),thickness=3)
g+=plot (1,(x,—2%pi,—pi),thickness=3)
g+=plot (0,(x,pi,2xpi),thickness=3)
g+=plot (1/2,(x,—2%pi,2xpi),linestyle="—" ,color="red”)
gt=text ("$\\ frac{1}{2}$” ,(0.2,0.56), fontsize=16,color="red”)
g.show(ticks=pi, tick_formatter=pi)

7

Calcul des coefficients:

T/2 T
aoz% / f(t)dt:%/f(t)dt

0 T

1 0
= — / Odt+/1dt
2 o

0

1 1 T |1
= — O t7r = — —0 = —_— = =
5 (0+[ty) =5 (7= 0) =
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On constate que le coefficient ag est en fait la valeur moyenne de la fonction
I

Calculons maintenant les ay:

2 7 2
ak—%/f(t)cos(kt)dtcarw—7—%—1

—T

0

/O x cos(kt) dt+/1cos(kt) dt

— 7T or

K

) %/cos(k‘t) Y % {smlikt)}:

0

™

_ ki@n(lm) —sin(0)) =[0]

™

donc a; = 0 pour tout k > 1.
Calculons maintenant les by:

™

b= / F(®)sinit)di = — [ sn(kt) e = - [_(kﬂ

m k
0
1 [(—cos(kmr) -1 1 1 k
S GO —— = —(1—(~1)*
2 (- ) = - costhm) =| 0= (<1
_J o si k et pair
donc by, = { 2  sik est impair

La série de Fourier est donc

1+
2 1xm

2 2
sin(1 x t) + 3 sin(3t) + B sin(5¢) + ...

Théoréme 2 (de Dirichlet). La série de Fourier converge partout la ou la
fonction f est continue.

La ot f présente des limites o gauche et o droite distinctes (c’est-a-dire la ou
elle est discontinue) la série converge également mais vers la demi-somme des
limites a gauche et a droite.
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Retour 1 (exemple 1)
d’apres le théoreme de Dirichlet

f(z) :%+Z%sin(k’x) siz#0

Pour  =0on a

1 1 2
- = —sin(k x 0
2 2 + Z km ( )
ce qui était assez évident car tous les sinus valent 0.
On peut alors reformuler I’ensemble du raisonnement par

1 9 0 siz<O
§+Zasin(lm): 11 s%a:iO
5 siz=0
Exemple 2.2
Considérons la fonction f(z) = 22 sur | — m;7[ et 27-periodique.
10 A
8 4
6 -
s
2
5 5
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Calculons les coefficients de Fourier:

s

1/ 1
apg = — tzdt:%Qx/tzdt

2w
-7 0
e ﬂ_lﬂ?’_ w2
S r 3], w3 |3

Calculons ensuite by:

7 Palré impaire

L [~
b, = — / t* sin(kt) dt=0
s N—————
—T fonction impaire

Explications: la fonction ¢? sin(kt) est impaire car en général:

X Paire Impaire
Paire Paire Impaire
Impaire | Impaire Paire

L’intégrale de t? € (kt) est alors nulle car pour toute fonction impaire g(t) on a
faa g(t)dt = 0 ce que Pon comprendra en regardant le schéma ci-dessous:

v

10
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Calculons enfin ay:
2 1 2
t* cos(kt) dt = =2 x /t cos(kt) dt
T
0

arp =

S
— A —

SIS

t2 cos(kt) dt

:% ({tﬂinlikt)K—/ﬂztsml(ft)dt

0

_ 2 [ osin( B _2] .
= 7T7kﬁ 0 . tsin(kt) dt
0
4 ™
:—H/tsin(kt)dt
0
_ A ([ [pzeestht) _/Mdt
km k 0 k
0
4 — cos(km) 1]
knr( 7T70+;/cos(kt)dt
0

k. k1l k k2

4<7r(—1)k’ D fsin 4(—1)F

D’apres le théoreme de Dirichlet, comme la fonction est continue alors la série
converge vers la fonction f:

% +4 Z % cos(kt)

f(z)

2

4 4 4
= % — 4 cos(t) + 1 cos(2t) — 9 cos(3t) + 6 cos(4t) + ...

Propriété 1. Lien entre parité des fonctions et nullité des coefficients de Fourier:
e Si f est une fonction paire alors Yk, by, = 0.
e Si f est une fonction imaire alors Vk, ap = 0.

o Si f est symétrique par rapport ¢ un point alors Vk > 1, ap, = 0.

11



