OML2 - Chapitre 7: Transformée de Laplace

Gabriel Soranzo

1 Fonctions causales

Definition 1
Une fonction f(t) est causale lorsque f(¢) = 0 pour ¢ < 0.

fit)
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T | WO -
zero here
Exemple 1.1
)4 " _J 0sie<0

L’échelon unité U(t) = { Lsit>0

u(t)

1
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—

Exemple 1.2

= 112 <
Considérons la fonction cos(t) x U(t) = { cos(t) x 0 =0sii <0

cos(t) x 1 =cos(t) sit >0
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En général pour fabriquer une fonction causale il suffit de multiplier f(t) par

Ut)
< W (1)

HJL

N

Dans ce chapitre il sera toujours implicite que 1'on consideére f x U(t) au lieu de

f. Ainsi lorsqu’on écrira f(t) = t? cela voudra en fait dire f(t) = t> x U(t).
Exemple 1.3
<

Considérons maintenant 1’échelon retardé Us(t) = Osits?2

1sit>2

R
‘i | — }
|2

Remarquons que
0sit—2<0 [ 0sit<2
u(t_Q)_{ 1sit—2>0 _{ Lsit>2
On voit ainsi que Us(t) = U(t — 2).

En général le retard pour toute fonction s’écrit de la méme maniere:

1) {le-2)

Exemple 1.4
Les créneaux sont d’autres exemples de fonctions causales. On peut décomposer
un créneau comme soustraction de deux échelons:
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On obtient donc le créneau ¢(t) comme
c(t) = U(t) — Us(t)

Exemple 1.5
Un dernier exemple de fonction causale est 'impulsion ou le Dirac, noté § (en
son honneur):

Le Dirac est caractérisé par la propriété suivante:

a

Va > 0,vf, / 5(t) (1) dt = £(0)

—a

en particulier avec f =1,
a

S(t)dt =1

—a

Notons enfin une relation importante entre I’échelon U et le Dirac 6: le Dirac
est la dérivée de 1’échelon
s=u'

Le schéma ci-dessous explique pourquoi:
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2 Définition de la transformée de Laplace

Definition 2
Soit f(t) une fonction causale alors la transformée de Laplace de f est la
fonction F'(p) définie par

+00 T
Fo) = L)) = [ e f@ydi= tim [ erpie)a
0 0

Exemple 2.1
Calculons la transformée de Laplace de I’échelon U:

+oo +oo

LU)(p) = /e_ptl/{(t)dt: /e_ptdt
0 0
T . P
= lim / e Pldt = lim [e‘pt}
T—4o00 T—+co | D 0

0

1 1
= lim — (epT + eo) = lim - (1 — e*pT)
T—4+oco p p T—4+o0 p

_ %sip>0
T ] 4oosip<0

Avec notre convention sur les fonctions causales on peut donc conclure que

ou bien méme | L(1) = — |

Exemple 2.2
Calculons maintenant la transformée de Laplace du Dirac:

400
L) = / P () dt = e=P¥0 = 1

0
On a donc |[L() =1|
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3 Laplace et dérivée

On a le résultat suivant:
1
ey =petny e ( [ 1) =200)
c’est-a-dire
L L

dérivée  — Xp

s c

intégrale — =+p

Démonstration 1
Démontrons ce résultat:

+0o0 +oo
Ly = [ e ftydt=[e P f@)] 5 — | —pe P f(t)dt
/ =
+oo
= f(o0) — e f(0)+p | e P f(t)dt = pL(f)
v =~ /

Remarque 1
A partir de L(6) =1 et U’ = ¢ on peut en déduire

et I’'on retrouve donc

Remarque 2
Par ailleurs, la formule pour I'intégrale nous donne les résultats suivants:

1 1
L(t)=L /1>£1 =—L(U)=—-x—
0=z ()=S0 =1«
, 1
par conséquent C(t):ﬁ.

On a de méme
L) =L (2/t> —or </t> _ 2]19,5(7:) _ 2]131%

par conséquent | £(t?) = = |
p

n!
On a en procédant de méme la formule générale | L(t") = —— |
p
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Remarque 3
Nous avons vu que

inversement on a

(o c
dérivée  — Xp

_ L
intégrale — +p

L .
Xt — — dérivée
. L c g
+~t — — primitive

On résume cela avec le théoréme suivant:

Théoréme 1. Soit f une fonction causale

L(f') = pL(f)

() -se

| L(tf(t) = —L(f)

QL
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4 Laplace et retard

Etant donnée une fonction f(t), on peut construire la fonction retardée f(t —a)
qui induit un retard de a, comme on le voit sur la courbe ci-dessous:

1) {le-2)

Le lien entre retard et transformée de Laplace est donné par les formules suiv-
antes:

L(f(t = a)) = e P L(f(1))
L(e " f(1)) = L(f)(p+a)

c’est-a-dire
L , .
retard — atténuation

, . L
atténuation — avance

Démonstration 2
Démontrons cela:

—+o0
u=t—a t=u+a

L(f(t—a)) = / e P f(t —a)dt Cht de var: { o — 1
0
+oo

= / e Pt £ )/ dt
0

u(0) o0

- / e—p(w+a)f($) dr = /e‘p(””+a)f(x) dr

u(0) —a

+oo
= / e P f () dz car I'intégrale entre —a et 0 est nulle
0

+o0 +o0

= / e PrePAf(x)de = e P? / e P¥f(x) dw
0 0

= e "L(f)
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On démontre maintenant 'autre égalité:

400

Ll f (1) = / ePH (et £ (1)) dt

0
—+oo

_ / e~ (1) dt = L(f)(p+ a)

0

Conséquence 1
Comme L(e~f(t)) = L(f)(p+ a) alors

Lle™) =Le ™ x1)=L(1)(p+a)=

~—~— p+a
1/p
par conséquent | L(e” ) = L
p+a
Conséquence 2
Une autre conséquence:
L(e™t) = 1 _ p- w
ptiw  p?+w?
P w

= +1i
Prw?  pPru?

or
E(eiwt):L(COSWHiSin”t) = L(coswt) + iL(sin wt)

donc par identification:

p
L t) =
(coswt) PEN

w
L(sinwt) = ——
(sinwt) pER




