OML2 - Chapitre 8: Application de la
transformée de Laplace

Gabriel Soranzo

1 Compléments Laplace et dérivées
Nous avons vu que
L(F™) = p*L(f) et L(f) = pL(f)
en fait cela n’est vrai que dans les conditions de Heaviside c’est-a-dire lorsque
0=£(0)=f'(0)=...
En général

L(f') =pL(f) = £(0)
L(f") = L)) =pL(f") = 1'(0) = p(pL(f) = £(0)) — '(0)
= p*L(f) — pL(0) — f'(0)

et de manitre générale
L(fP) =p*L(f) =1 F(0) = "2 F(0) — ... = pfED(0)
Par exemple,
L(fD) = p*L(f) = p*f(0) = p*F(0) — pf"(0) — F(0)

Démonstration 1
Démontrons cela:

“+o0
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— e f(00) — e~0F(0) + p / f(t)dt

=0—1x f(0) +pL(f)
= —f(0) +pL(f)



S2 - OML2 - GEII Sénart-Fontainebleau CM - Chapitre 8 - v23.1

2 Tableau récapitulatif

Faisons maintenant un tableau récapitulatif des différentes transformées de

Laplace:
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3 Application aux equations différentielles

3.1 Premier ordre

Exemple 3.1
Considérons ’équation différentielle suivante:

! — 2y = 2tet
(E){ JO) =1

On va appliquer la transformation de Laplace a cette équation:

Ly —2) = L(2te
(E) > { y(((?)J)zl) (2te’)
L(y') = 2L(y) = L(2te")
= { y(0) =1
L(y) — y(0) — 2L(y) = 2£(8)
— {z(o)yly y p—1
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pssM 2nd membr
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Revenons sur la résolution de I’équation différentielle:

-2 -2 3

(B) <= L(f) =
— Lly)=-2— —2—— 43—

= y=—2e' — 2’ + 3e?t
—— ~~
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3.2 Deuxiéme ordre

Exemple 3.2
Résolvons maintenant I’équation suivante:

y' =5y +4y =2
(E):q y(0)=1
y'(0)=0
On applique de méme la transformée de Laplace:

L(y") = 5L(yY') +4L(y) = 2£(1)
(B) <=

<
=N
=
=

|
_

y'(0) =
2
<~ p’L(y) —p—0—5pL(y) +5+4L(y) = ’
2
= L(y)x P’ —5p+4)-p+5= =
N—— —— p
ESSM Cc1 ~~
2nd membre
2
= L(y) = <p+p—5) /(p* —Bp+4)
2
p”—5p+2
— L =
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— L =4t — 4+ —
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— E(y):%x1+§et7ée4t
—— —,
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4 Fonction de transfert

Exemple 4.1
On consideére le circuit suivant:

On a alors

donc

on a donc a résoudre
s+71s=e

ou le second membre e peut avoir différentes formes:

e ¢ peut étre un échelon U: au temps ¢ = 0 on ferme le circuit par un
interrupteur

e ¢ peut étre un dirac J: au temps ¢ = 0 on envoie une impulsion dans le
circuit en appuyant sur un bouton poussoir

e ¢ peut étre sinusoidal Asin(wt)U(t): au temps ¢ = 0 on ferme le circuit
par un interrupteur et le générateur fournit une tension sinusoidale

Dans tous les cas on est dans les conditions de Heaviside: s(0) = 0. Résolvons
maintenant 1’équation différentielle:

L(s)+TL(s") = L(e)
> L(s) + 7(pL(s) — 5(0)) = L(e)

= L(s)x(1+71p)— 0 = L(e)
—_— ~—~—
ESSM oI 2nd membre
1
= L(s) = T L(e)
——

Fct de transfert

> L(s) = H(p)L(e)

A partir de la fonction de transfert du systéme et du second membre e (I’entrée
du systéme) on peut facilement trouver la sortie s avec la formule:

s =L (H(p)L(e))
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e Si e =0: la sortie s s’appelle la réponse impulsionnelle

1
L(s) = 1
<~ L(s) 1+Tpx
1 1 1
— L(s) = -
1 T1+
T Z;+p p p
-1t 17t/‘r
< Ss=-—-€e 7 e
T T
‘_/_é—’/-’—,s-"
e Si e =U = 1: réponse indicielle
L(s) = H(p)L(U) = H(p)L(1)
1
1 1 1 1 /7
— L(s) = X = = ——— 1/
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<— L(s)= - — =dfraclp — = - ——
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